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Exercice 1.

(a) Soit h(z) la somme d’une série entiére convergente S = Zanz”. Montrer que s'il existe
n>1
n € N* tel que a,, # 0, alors il existe r > 0 tel que h(z) # 0 pour tout z tel que 0 < |z| < 7.

(b) Soit 2 un ouvert connexe, et f, g :  — C deux fonctions analytiques. Enoncer le principe de
prolongement analytique.
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Exercice 2. Soit f: C\ {—i} — C la fonction définie par f(z) = T
—iz

(a) Montrer que f définit un biholomorphisme (fonction bijective holomorphe avec fonction

réciproque holomorphe) entre C\ {—i} et son image par f.
(b) Calculer f~'(Ry) et f~H(R_), o0 Ry ={z € R,z >0} et R_ = {xr e R,z <0}

On dit que une fonction analytique g : & — C est une détermination de arctan si tan(g(z)) = =
pour tout z € Q.

(c) Supposons que g soit une détermination de arctan. Donner une expression de sa dérivée (au
sens complexe) ¢’.

(d) Est-ce qu’il existe une détermination de arctan sur U = C\ {it | t € [-1,1]}?

(e) Montrer qu’il existe une détermination g de arctan sur V= C\ {it | t €] — 0o, —1]U[1, +o0[}
telle que g(0) = 0.

Considerons la série entiere
22n+1
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(f) Calculer le rayon de convergence de S. On dénote par D le disque de convergence de S, et
par h(z) la somme de S en z € D.
(g) Montrer que g est le prolongement analytique de h : D - C a V.



